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Abstrak: Osilator harmonik terjadi jika suatu sistem jenis tertentu bergetar di sekitar
konfigurasi kesetimbangannya. Secara kuantum, penyelesaian fungsi gelombang osilator harmonik
dilakukan dengan mentransformasikan persamaan Schrodinger tak bergantung waktu dalam satu
dimensi ke dalam bentuk persamaan diferensial Hermite untuk batas asimtotik dengan memperhatikan
syarat ternormalisasinya fungsi gelombang. Dengan mengganti fungsi Hermite menjadi polinomial
Hermite maka fungsi gelombang yang menggambarkan keadaan sistem tersebut dapat diketahui
sehingga dapat ditentukan sifat statistik seperti nilai ekspektasi yang merupakan prinsip dari
ketidakpastian Heisenberg. Jika biasanya dalam penentuan nilai ekspektasi setiap orde pada fungsi
Hermite langsung dimasukkan nilainya, maka kali ini tetap dalam fungsi Hermite tanpa harus
memasukkan ordenya sehingga penyelesaiannya dapat menggunakan relasi rekursi dan ortogonalitas
polinom Hermite. Nilai ekspektasi dan prinsip ketidakpastian Heisenberg yang dihasilkan dari kedua
metode akan memiliki hasil akhir yang sama.

Kata kunci : persamaan Schrodinger, osilator harmonik, polinomial Hermite, relasi rekursi,
ortogonalitas polinom Hermite, ketidakpastian Heisenberg

1. Pendahuluan

IiImu pengetahuan khususnya fisika setiap waktunya dapat mengalami perubahan baik
itu dengan adanya teori baru maupun revisi dari teori yang sudah ada. Adanya revisi tersebut
menandakan teori yang sebelumnya memiliki beberapa kelemahan yang harus diperbaiki oleh
teori selanjutnya. Salah satu contoh teori fisika yang memiliki kelemahan adalah mekanika
klasik. Mekanika klasik tidak mampu menjelaskan banyaknya gejala-gejala fisika yang
bersifat mikroskopis dan bergerak dengan kecepatan yang mendekati kecepatan cahaya. Oleh
karena itu lahirlah suatu teori baru yaitu mekanika kuantum pada awal abad 20. Lahirnya
mekanika kuantum bukan untuk menghapus teori dan hukum sebelumnya, melainkan untuk
merevisi dan menambal pandangan khususnya dalam dunia mikroskopis. Mekanika kuantum
sangat berguna untuk menjelaskan perilaku atom dan partikel subatomik seperti proton,
neutron dan elektron yang tidak mematuhi hukum-hukum fisika klasik.

Keadaan sebuah sistem dapat dijelaskan dengan fungsi gelombang kompleks dalam
mekanika kuantum. Fungsi gelombang dari suatu sistem partikel dapat diselesaikan oleh
suatu persamaan diferensial orde dua yang disebut dengan Persamaan Schrodinger, mirip
seperti hukum kedua Newton pada mekanika klasik. Persamaan Schrddinger merupakan
fungsi gelombang yang digunakan untuk memberikan informasi tentang perilaku gelombang
dari suatu partikel. Dengan mendefinisikan persamaan ini sesuai syarat batas yang diberikan,
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maka fungsi gelombang yang menggambarkan keadaan sistem tersebut dapat diketahui
sehingga dapat ditentukan beberapa sifat statistik dari sistem tersebut (Pandiangan, 2005: 26).

Salah satu materi mekanika kuantum yang dipelajari adalah osilator harmonik.
Persoalan osilator harmonik sering dijadikan model pendekatan dalam banyak kasus fisika
dan salah satu sistem penting untuk dipelajari secara rinci. Jika pada mekanika klasik, osilator
harmonik dapat diselesaikan dengan menggunakan hubungan Hukum Hooke dan Hukum 11
Newton, tetapi secara kuantum suatu sistem partikel yang berosilasi harmonik dapat
diselesaikan dengan mentransformasikan persamaan Schrodinger tak bergantung waktu
dalam satu dimensi ke dalam bentuk persamaan diferensial Hermite untuk batas asimtotik
dengan memperhatikan syarat ternormalisasinya fungsi gelombang. Untuk itu diperlukan
polinomial Hermite (deret berhingga) sebagai ganti dari fungsi Hermite (deret tak hingga).

Sifat statistik dari sistem osilator harmonik kuantum yang dapat dicari dengan konsep
nilai ekspektasi merupakan prinsip dari ketidakpastian Heisenberg. Biasanya dalam
menentukan nilai ekspektasi dapat ditentukan dengan menggantikan nilai polinomial Hermite
sesuai dengan orde gelombangnya. Namun, kelemahan dari metode ini adalah sebagian
mahasiswa tidak mampu menghapal polinomial Hermite tersebut dan metode ini akan
memberikan penyelesaian yang cukup panjang dan rumit jika orde gelombangnya semakin
besar. Berdasarkan permasalahan ini, maka penulis akan memberikan inovasi baru dalam
menentukan nilai ekspektasi yaitu dengan tetap mempertahankan polinom Hermite tersebut
dan penyelesaiannya dapat menggunakan relasi rekursi dan ortogonalitas polinom Hermite.
Sehingga dengan orde berapapun, nilai ekspektasi akan lebih cepat ditemukan dan
penyelesaiannya pun akan lebih sederhana. Apabila kedua metode tersebut dibandingkan,
maka nilai ekspektasi dan prinsip ketidakpastian Heisenberg yang dihasilkan dari kedua
metode nantinya akan memiliki hasil akhir yang sama.

2. Persamaan Schroédinger Tak Bergantung Waktu

Kasus mekanika kuantum, persamaan utama yang harus diselesaikan adalah suatu
persamaan diferensial orde dua yang dikenal sebagai persamaan Schrddinger. Persamaan
Schrodinger dapat diterapkan dalam berbagai persoalan fisika kuantum dengan memberikan
informasi terhadap fungsi gelombang dari suatu partikel.

Persamaan Schrodinger yang diterapkan pada sebuah partikel bermassa m yang
bergerak di sepanjang sumbu x dan berinteraksi dengan lingkungannya melalui sebuah fungsi
energi potensial V (x) (Serway, 2010: 342).

hZ dzq)

—%W+V¢=E(p. (1)

Oleh karena partikel hanya berubah terhadap kedudukan dan tidak bergantung waktu secara
eksplisit maka persamaan (1) disebut persamaan Schrédinger tak bergantung waktu satu
dimensi.

3. Osilator Harmonik

Osilator harmonik terjadi jika suatu sistem jenis tertentu bergetar di sekitar
konfigurasi kesetimbangannya. Osilator harmonik terjadi apabila terdapat gaya pemulih yang
bertindak untuk mengembalikan sistem ke konfigurasi kesetimbangannya ketika terganggu
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\-.-?
dan inersia massa yang bersangkutan mengakibatkan benda melampaui kedudukan

setimbangnya, sehingga sistem berosilasi terus-menerus jika tidak ada energi yang hilang
(Beiser, 2003: 187).Pada mekanika klasik, salah satu bentuk osilator harmonik adalah sistem
pegas massa, yaitu suatu beban bermassa m yang terikat pada salah satu ujung pegas dengan
konstanta pegas k (Griffiths, 2005: 40).

P W T Tt
NNy F(x) = —kx
.'-._l:l'\:._.I._I:':I_..!._I:':._..-\:._.:':._.:-\.._ .-__'

Gambar 1. Osilator harmonik suatu partikel bermassa m

Kasus khusus dari gerak harmonik pada Gambar 1, gaya pemulih F(x) pada partikel
bermassa m sebanding dengan partikel perpindahan x dari posisi keseimbangan dan dalam
arah yang berlawanan (Beiser, 2003: 187). Sehingga,

F(x) = —kx. (2)

Hubungan ini disebut dengan Hukum Hooke. Berdasarkan Hukum Il newton, F = ma,
maka diperoleh

d?x

—kx = moz (3)
d’x k

— 4+ —x= 4
pTY) + mx 0 4)

jika rasio dari % = w? (frekuensi sudut osilasi), maka persamaan (4) berubah menjadi

d?x
- 2y = 5
a2 + wx = 0. ®)

Persamaan (5) adalah persamaan diferensial orde dua dengan akar-akar bilangan
kompleks yang berlainan, maka solusinya dapat dituliskan (Griffiths, 2005: 40) dalam bentuk

x(t) = Asin wt + B cos wtdan energi potensial sistem adalah V (x) = %kx2 = %mwzxz.

Tentunya, tak ada yang sesempurna seperti pada kasus osilator harmonik sederhana
ini. Jika pegas dibentangkan terlalu panjang, bisa-bisa pegas tersebut akan berhenti bergetar
karena sudah melewati titik elastisitasnya dan juga hukum Hooke tidak akan berlaku untuk
kasus yang demikian. Tetapi praktisnya, potensial dapat didekati dengan fungsi parabola,
itulah sebabnya syarat batas penyelesaian gelombang osilator harmonik nantinya adalah dari
—oo sampai oo. Dalam mekanika kuantum, fungsi gelombang dari osilator harmonik

diperoleh dengan memecahkan persamaan Schrodinger dengan potensial V (x) = %mwzxz.

Oleh karena V(x) hanya bergantung kedudukan dan tidak bergantung waktu, maka
dapat menggunakan persamaan Schrodinger tak bergantung waktu bentuk satu dimensi
(Serway, 2010: 342) yaitu

h? d?¢

_%W-I_V(p:E(p (6)

substitusi VV ke persamaan (8), menghasilkan
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2,20 —

————tsmw‘x“p = E¢. (7)

Dengan mengalikan — Zh—zl pada persamaan (9), maka persamaan menjadi

d%¢ <2mE mzwzxz)
@ = 0.

dx? h2  h? ®)

Jika dimisalkan y = /%x dan ¢ =%, maka diperoleh operator diferensial (perubahan

fungsi bergantung x ke fungsi bergantung y) sebagai berikut
d dyd mw d

dx dxdy N h dy

d’p d (d(p) _ [mw d ([ [mwdp\ mwd?e ©)
dx? _dx\dx) N h dy Vh dy) h dy?
apabila persamaan (9) disubstitusikan ke persamaan (8), maka persamaannya menjadi
mwd’e mw Mmw
h dy? (h £ hy)(p—O
setelah disederhanakan, persamaan Schrodingernya menjadi
d?e
——+(E—yHe=0. (10)

dy
Jika persamaan gelombangnya berbentuk ¢ = @(y) = h(y)e™*/2 (Gasiorowicz, 2003: 86)
maka diperoleh turunannya terhadap y adalah sebagai berikut

d(p d 2 dh 2 d 2 dh 2 2

L (he V2= Zpy/2 — (e Y2y = Zp¥/2 _p.ye~V/2
vy h-e™¥"/?) iy ° +hdy(e ) v h-ye

dan turunan keduanya

d’¢ d’h _, dh _¥* 2

d_yz:d_yze Y/Z—Zaye 2 + (y> —1)he 2 (11)
Jika persamaan (11) disubstitusikan ke persamaan (10), sehingga persamaan Schrodinger
menjadi

d*h __, dh _»? 2

e V2 _ 9 __yeT 7 — T2 =

e e 2 e ye 2z +(e—1)he 0. (12)
Setelah dikalikan dengan ev’/2, persamaan akhirnya adalah

d’h 2 dh +(e—-1h=0 13

Persamaan (13) dapat ditransformasikan dari persamaan Schrodinger osilator harmonik ke
persamaan diferensial orde dua.

4. Polinom Hermite

Polinom (suku banyak) Hermite pertama kali dipelajari oleh Charles Hermite, seorang
matematikawan Prancis (Aravanis, 2010: 27). Polinom Hermite ini sangat bermanfaat pada
perhitungan yang melibatkan gelombang, misalnya gelombang pada osilator harmonik.
Adapun bentuk dari polinom Hermite yang sering disebut dengan persamaan Rodrigues
(Gasiorowicz, 2003: 88) adalah

166



@ PROSIDING SEMINAR NASIONAL PENDIDIKAN IPA 2017
{ STEM untuk Pembelajaran SAINS Abad 21. Palembang, 23 September 2017

n

2 d 2
H,(y) = (=1)"e” We‘y (14)

dengan fungsi generatornya (Boas, 1983: 531)

co hn
9O h) = e =N () . (15)
n=0

5. Relasi Rekursi

Relasi rekursi diperolen dari penurunan fungsi generator polinom Hermite baik
terhadap h maupun terhadap y. Adapun relasi rekursi untuk polinom Hermite adalah
(a)Hn+1(y) = ZyHn(y) —2nH,_1(y)
(b) Hn(y) = 2nH,_1(y)

Polinom Hermite dapat dituliskan dalam bentuk hubungan differensial. Jika kedua
relasi rekursi ini digabungkan maka dapat membentuk persamaan differensial untuk orde ke-
n

Hn(y) = 2yHp(y) + 2nHo(y) = 0 17)

(16)

atau dapat ditulis juga dengan
d? dH,(y)
57 0D = 2y — =+ 2 () = 0 (18)

Persamaan (17) dan (18) disebut juga dengan persamaan differensial Hermite.
Persamaan tersebut berperan penting dalam penyelesaian mekanika kuantum yaitu pada kasus
Osilator Harmonik. Jika dilihat lagi persamaan (13) dan menyamakannya dengan persamaan
(18), maka h(y) = H,(y) dan € — 1 = 2n, sehingga solusi untuk h(y) berupa polinomial
Hermite H,(y).

6. Ortogonalitas Polinom Hermitte

Dengan menggunakan persamaan differensial, kita bisa membuktikan bahwa polinom
Hermite adalah ortogonal pada batas (—oo, ) sehubungan dengan e~* (Boas, 1983: 531).
Adapun bentuk dari ortogonalitas polinom Hermite adalah

o)

f e Hy(y)Hp(y)dy = {

— 00

Syarat kedua pada persamaan (23) dapat dibuktikan dengan mengalikan fungsi generator
persamaan (15) dengan e sehingga

0, n+m

V2™ n=m (19)

oo
msen
2 _

e~V gms H2sy gmt? 42ty — Z eV Hy, () Hp ()

mn=0
jika diintegralkan terhadap y dengan batas —oco sampai co dan substitusi n = m, maka
menghasilkan persamaan

[oe]

m!n!

o]

::(St)n ) —y2_g2 —t2

JO e y [Hn(x)]z dy _-[ e ye—=s“+25y—t°+2ty dy
In!

2o nn J_» —o
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o o

— fooe—(y+s+t)2 eZSt dy — 7-1_-1/26251L = \/Ez
—o0 n=0

dengan menyamakan koefisien st maka syarat kedua dari ortogonalitas polinom Hermite
terbukti.

fooe_yz [H,(x)]? dy = Vn2"n!

2 (st)™
nl

7. Fungsi Gelombang
Fungsi gelombang ¢,suatu sistem yang berosilator harmonik terdiri dari polinomial

2

Hermite H, (y), faktor eksponensial e"y?, dan tetapan fungsi gelombang (Beiser, 2003: 190).
@, harus memenuhi syarat ternormalisasi.

f lo,2dy =1 n=012,..

Persamaan umum fungsi gelombang ternormalisasi dari osilator harmonik satu dimensi
dapat ditulis
mw

2
On) = An - Hye T« y= |T=x (20)

nilai H,,(y) berbeda bergantung pada harga n dan faktor ternormalisasi.

1
- 1
Karena tetapan normalisasi fungsi gelombang adalah: A4, = (%)4 (2™n!)"z, maka fungsi

gelombang ternormalisasi dari osilator harmonik dapat dituliskan dalam bentuk

) = (22) @D E Hy(eE < y= Bk 2y

8. Ketidakpastian Heisenberg

Salah satu prinsip yang paling penting dalam mekanika kuantum adalah prinsip
ketidakpastian Heisenberg. Secara fisis, setiap pengukuran dalam fisika itu selalu disertai
dengan ketidakpastian. Hal ini dikarenakan sangat sulit untuk mendapatkan nilai sebenarnya
suatu besaran melalui pengukuran. Beberapa penyebab adanya ketidakpastian antara lain
adanya Nilai Skala Terkecil (NST), kesalahan kalibrasi, kesalahan titik nol, kesalahan pegas,
kesalahan paralaks, fluktuasi parameter pengukuran dan lingkungan yang mempengaruhi
hasil pengukuran. Sama halnya dalam mekanika kuantum, prinsip ketidakpastian Heisenberg
ini menyatakan bahwa tidak mungkin mengukur posisi dan momentum sebuah partikel secara
bersamaan. Dan hasil kali dari kedua ketidakpastian tersebut tidak boleh lebih kecil dari h/2
(Serway, 2010: 310).

h

Persamaan (24) dapat membuktikan kebenaran dari ketidakpastian Heisenberg pada
sistem osilator harmonik dengan menggunakan konsep nilai ekspektasi pengukuran posisi
< x >dan momentum < p >.
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Adapun untuk mencari nilai ekspektasi pada keadaan stasioner osilator harmonik
adalah tanpa membongkar polinom Hermite melainkan dengan menggunakan relasi rekursi
pada persamaan (16a) dan mengubah semua besaran yang mengandung X dan dx dalam
bentuk y dan dy lalu digunakan ortogonalitas polinom Hermite pada persamaan (19).

Berikut ini merupakan persamaan untuk mendapatkan nilai ekspektasi posisi dan momentum

o

<x>,= J. O xXQdx (23)
<x?>,= foofpn*ngondx (24)
Ax =+/< x—2m> —< x >2 (25)
<p>p= jo Pn" PPndx (26)
<p?>p= f Pn"P*Pndx (27)

— 2 _ 2
Ap = /<p?>-<p> (28)

9. Simpulan

Pembuktikan kebenaran ketidakpastian Heisenberg pada Osilator Harmonik dapat
dilakukan dengan berbagai cara diantaranya dengan membongkar fungsi Hermite dan
memasukkan ordenya atau tanpa membongkar fungsi Hermite (tetap dalam bentuk H, (y))
dan penyelesaiannya menggunakan relasi rekursi dan ortogonalitas polinom Hermite. Kedua
cara tersebut akan menghasilkan jawaban yang sama, namun akan lebih sederhana jika fungsi
Hermite tetap dalam bentuk H,, (), karena dengan orde berapapun akan lebih cepat diketahui
fungsi ekspektasi dan ketidakpastian Heisenbergnya.

Sebagai saran, ada baiknya metode ini diuji cobakan saat mempelajari osilator
harmonik secara kuantum pada mata kuliah fisika modern dan fisika kuantum, sehingga
secara pasti dapat terlihat bahwa metode ini jauh lebih praktis dari metode sebelumnya.
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